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CAP.I°.5 – APPARECCHIATURE PER LO SCAMBIO DI 
ENERGIA TERMICA. 
 
§ I°.5.1 – LE APPARECCHIATURE DI SCAMBIO DI ENERGIA    
     TERMICA. 
 
Si definiscono scambiatori di calore i dispositivi atti al trasferimento di 
energia termica fra due o più fluidi.  
Durante il fenomeno di scambio, i fluidi si mantengono a pressione 
costante, a meno delle perdite di carico dovute al moto nei circuiti 
presenti nelle apparecchiature. 
 
§ I°.5.2 – SCAMBIATORI DI CALORE A MISCELA. 
 
Si indicano come scambiatori di calore a miscela le apparecchiature 
nelle quali i fluidi a diversa temperatura vengono a contatto 
direttamente senza interposizione di superficie di scambio.  
La superficie di contatto risulta, quindi, praticamente illimitata e i 
parametri in uscita uniformi. 
 
La potenza termica viene scambiata fra i fluidi per differenze di 
temperatura, (e non di entalpia), per cui a miscelazione avvenuta tutte 
le portate risultano alla medesima temperatura finale, (Tu), ma non alla 
stessa entalpia, (hui), essendo il legame fra le due grandezze differente 
per ogni fluido. 
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Indicando con Gei l'iesima di n portate di fluido in ingresso avente 
entalpia hei e con Gu, hu la portata globale di fluido in uscita e 
l’entalpia media della miscela, (Fig.I°.5.2.1), le equazioni di 
conservazione della massa e dell’energia risultano:  
      
  
! 
Gu = Gei
i=1
n
" ;   
  
! 
Guhu = Gei
i=1
n
" hei ,  
da cui:    
  
! 
hu =
Geihei
i=1
n
"
Gei
i=1
n
"
=
Geihei
i=1
n
"
Gu
. 
Qualora le portate di fluido si mantengano monofase e sufficientemente 
lontane dalla saturazione in tutto il processo di scambio, si ha: dh = 
cpdT, con calore specifico cp costante, (o pari al valore medio), e quindi 
il bilancio energetico risulta: 
  
! 
Gei
i=1
n
" cpi
# 
$ 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
Tu = Gei
i=1
n
" cpiTei, da cui: 
  
! 
Tu =
Gei
i=1
n
" cpiTei
Gei
i=1
n
" cpi
,  
o parimenti, definito il calore specifico medio, (cpm), della miscela: 
  
! 
cpm =
Geicpi
i=1
n
"
Gei
i=1
n
"
=
Geicpi
i=1
n
"
Gu
, si ottiene: 
  
! 
GucpmTu = Gei
i=1
n
" cpiTei,  
da cui:  
  
! 
Tu =
GeicpiTei
i=1
n
"
cpm Gei
i=1
n
"
=
GeicpiTei
i=1
n
"
Gucpm
. 
Infine, per portate di un medesimo fluido, si ha: 
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! 
GucpTu = Gei
i=1
n
" cpTei, da cui: 
  
! 
Tu =
GeiTei
i=1
n
"
Gei
i=1
n
"
=
GeiTei
i=1
n
"
Gu
. 
 
La potenza termica scambiata dall'iesima portata di fluido, (Qi), vale: 
          Qi = Gei (hei – hui), 
con somma algebrica delle potenze termiche trasferite nello scambiatore 
evidentemente nulla:  
   
  
! 
Qi
i=1
n
" = Gei
i=1
n
" (hei # hui) = Gei
i=1
n
" hei # Gei
i=1
n
" hui = 0, 
essendo: 
  
! 
Gei
i=1
n
" hei = Gei
i=1
n
" hui, per la conservazione dell’energia. 
 
Qualora possa porsi: dh = cpdT, si ha: 
   
  
! 
Qi = Geicpi(Tei " Tu) = Geicpi Tei "
GeicpiTei
i=1
n
#
Gei
i=1
n
# cpi
$ 
% 
& 
& 
& 
& 
& 
& 
' 
( 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
= 
    
  
! 
= GeicpiTei
i=1
n
" # Gei
i=1
n
" cpi
GeicpiTei
i=1
n
"
Gei
i=1
n
" cpi
= 0, 
con ancora somma algebrica delle potenze termiche nulla.  
 
In caso di due sole portate, (1 e 2), di fluido, si ha: Q1 = – Q2, ovvero:  
G1(h1 – hu1) = G2(hu2 – h2), ovvero: 
G1cp1(T1 – Tu) = G2cp2(Tu – T2), con: 
  
! 
Tu =
G1cp1T1 + G2cp2T2
G1cp1 + G2cp2
 
e quindi: 
  
! 
Q1 = "Q2 =
G1cp1G2cp2
G1cp1 + G2cp2
(T1 " T2),  
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che viene indicata come potenza termica dello scambiatore. 
 
Per effetto dell'intimo contatto fra i fluidi, negli scambiatori a miscela la 
potenza termica scambiata dalle diverse portate non risulta funzione 
delle dimensioni delle apparecchiature che, (a meno di eventuali 
funzioni di accumulo dei corpi stessi), risultano fissate  dall'esigenza di 
avere tempi medi di permanenza dei fluidi all'interno di essi, (tp), 
sufficienti alla miscelazione e allo scambio termico fra le portate, con 
conseguente uniformità delle grandezze in uscita. 
Infatti indicando con V il volume dello scambiatore, il tempo medio di 
permanenza dei fluidi ai suo interno risulta:  
   
  
! 
tp =
V
Gei
dsii=1
n
"
=
dsmV
Gu
, ovvero: 
  
! 
V = tp
Gei
dsii=1
n
" = tp
Gu
dsm
, 
con: dsi e 
  
! 
dsm =
Gu
Gei
dsii=1
n
"
, densità dell'iesima portata di fluido e media 
della miscela nello scambiatore.  
 
In condizioni bifase la variazione di entropia dell'iesimo fluido 
comprende un primo contributo durante il cambiamento di fase: 
  
! 
Dsi =
dQ
T" = Gei
hu # hei
Tci
, (con Tci temperatura di condensazione o 
vaporizzazione), e il contributo: 
  
! 
Dsi = GeiTci
Tu" cpi dTT = Geicpi ln
Tu
Tci
, 
fino al raggiungimento della temperatura finale della miscela, mentre 
per fluidi monofase si ha: 
  
! 
Dsi = GeiTei
Tu" cpi dTT = Geicpi ln
Tu
Tei
. 
La variazione entropica totale, (Dst), pari alla somma algebrica di quelle 
dei singoli fluidi, (a meno della soluzione ovvia di fluidi nelle medesime 
condizioni e quindi assenza di scambio termico), non può mai risultare 
nulla in quanto condizioni uniformi in uscita, o miscelazione di fluidi in 
condizioni diverse, risulta un fenomeno irreversibile richiedendo 
comunque una spesa energetica di separazione alle condizioni iniziali. 
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 § I°.5.3 – SCAMBIATORI DI CALORE A SUPERFICIE.   
 
Si definiscono a superficie gli scambiatori nei quali i fluidi percorrono 
circuiti diversi rimanendo separati e la trasmissione di energia termica 
avviene attraverso superficie interposte. 
Le apparecchiature di questo tipo risultano tassative in presenza di 
fluidi di natura diversa, quando lo scambio di energia termica avviene 
fra fluidi a pressione diversa, o comunque quando per qualsivoglia 
esigenza impiantistica le portate di fluido devono rimanere separate 
anche oltre lo scambiatore. 
In presenza di superficie di scambio è possibile bilanciare le resistenze 
termiche dei fluidi realizzando eventuali pareti alettate o prevedere 
sezioni a circolazione forzata, mentre disponendo di circuiti separati è 
possibile realizzare condotte opportune per i diversi fluidi e sostenere 
eventuali rilevanti pressioni con e solo in opportune geometrie con 
conseguente riduzione degli spessori delle pareti, migliore utilizzo dei 
materiali e quindi minori costi. 
Gli scambiatori a superficie, tuttavia,  non sono in grado di sfruttare 
tutto il salto di temperatura teoricamente disponibile, essendo sempre 
richiesto un salto termico finito per sostenere la trasmissione di calore 
attraverso superficie di scambio di dimensioni e conducibilità termiche 
necessariamente finite. 
Per gli scambiatori a superficie essendo possibile seguire il percorso di 
ogni portata dall'ingresso all'uscita, è valutabile l'andamento 
dell'entalpia, (o della temperatura), di ogni fluido nell'attraversamento 
dell'apparecchiatura. 
Nel caso di fluidi che durante lo scambio si trovino in condizioni di 
cambiamento di fase, (bifase), la relativa potenza termica scambiata, (Q), 
vale: Q = ± GDh e la trasmissione di calore avviene a temperatura 
costante, mentre nel caso di fluidi a temperatura variabile, (monofase) e 
sufficientemente distanti dalla saturazione, risulta: Q = ± GcpDT e la 
trasmissione di calore avviene a temperatura variabile linearmente 
crescente/decrescente con la potenza termica, per cui in un piano T– Q 
le trasformazioni sono rappresentate da curve rettilinee orizzontali per 
fluidi bifase, (T = costante), e di pendenza costante per fluidi monofase: 
dT/dQ = ± 1/Gcp. 
Le trasformazioni comunque complesse dei fluidi che scambiano 
potenza termica, (e/o le apparecchiature nelle quali le trasformazioni 
avvengono), possono essere suddivise in quattro tipi di scambio, (e/o di 
sezioni di scambiatori): condensatore, evaporatore, scambiatori 
equicorrente e controcorrente. 
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A meno di casi particolari, infine, gli scambiatori di calore impiegati 
negli impianti, sono alimentati da due sole portate, risultando l'effetto 
utile dell'apparecchiatura il riscaldamento o raffreddamento, (ovvero 
aumento o diminuzione di entalpia nel caso bifase), di un fluido a spese 
dell'altro. 
Per il dimensionamento globale degli scambiatori di calore, non è 
possibile impiegare la relazione: 
  
! 
Q(S) =
DT
Rt
S, (S superficie di scambio), 
in quanto lungo lo scambiatore, varia la temperatura dei fluidi 
monofase  e il salto termico risulta quindi variabile: DT = DT(S). 
E' quindi necessario procedere all'integrazione, lungo tutta 
l'apparecchiatura, della relazione valida in una generica sezione 
infinitesima dello scambiatore:  
        
  
! 
dQ(S) =
DT(S)
Rt
dS =
T(S) " t(S)
Rt
dS,  
con T temperatura del fluido che cede calore e t temperatura del fluido 
che lo riceve.  
La potenza termica scambiata, oltre che come trasmessa attraverso la 
superficie di scambio, è esprimibile come incremento/decremento di 
entalpia delle portate di fluido e in caso di fluidi monofase si ha:  
     dQ(S) = ± G1cp1dT(S);   dQ(S) = ± G2cp2dt(S),  
ove il segno positivo/negativo è relativo alla pendenza delle curve di 
riscaldamento/raffreddamento delle portate di fluido nella direzione di 
integrazione. 
Si ha quindi: 
  
! 
d[T(S) " t(S)] = ±dQ
1
G1cp1
m
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( ,  
da cui:    
  
! 
d[T(S) " t(S)]
1
G1cp1
m
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
= ±
T(S) " t(S)
Rt
dS, 
ovvero:    
  
! 
d[T(S) " t(S)]
T(S) " t(S)
= ±
1
G1cp1
m
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
dS
Rt
, che integrata 
 
fornisce:   
  
! 
S = ±
Rt
1
G1cp1
m
1
G2cp2
" 
# 
$ $ 
% 
& 
' ' 
ln[T(S) ( t(S)]{ }o
S. 
Fissate le temperature di ingresso, (Te, te), le caratteristiche dei fluidi, 
(cp1, cp2), dello scambiatore, (Rt) e di esercizio, (G1, G2), l'espressione 
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della superficie di scambio insieme alle relazioni di scambio termico: 
Q(S) = ± G1cp1[T(S) –Te]; Q(S) = ± G2cp2[t(S) – te],  
permette quindi il completo calcolo dell'andamento delle grandezze: 
Q(S), T(S), t(S), lungo lo scambiatore.  
Infine eliminando nella relazione di dimensionamento le portate di 
fluido tramite le relazioni di scambio globale:  
      Q = ± G1cp1(Tu – Te); Q = ± G2cp2(tu – te),  
con Tu, tu, temperature di uscita dei fluidi, rispettivamente, si ottiene la 
dipendenza della potenza termica dalla superficie di scambio e dai salti 
termici globali.  
Qualora uno dei fluidi risulti bifase, si ha: T = costante e la relativa 
portata scompare dalle relazioni di dimensionamento, divenendo 
analiticamente nullo il termine: 1/Gcp = dT/dQ = 0, (fisicamente 
risultando in tal caso l'andamento della temperatura, (costante), 
indipendente dalla portata di fluido, il termine risulta ininfluente sullo 
scambio termico funzione dalla differenza di temperatura e non di 
entalpia).  
 
§ I°.5.4 – DIMENSIONAMENTO DEGLI SCAMBIATORI DI CALORE 
     A SUPERFICIE. CONDENSATORI. 
 
In questo caso il fluido che cede calore risulta in condizioni di 
cambiamento di fase, (bifase), mentre il fluido che riceve calore risulta a 
temperatura variabile, (monofase). 
Per il dimensionamento dello scambiatore, indicando con: 
G1 portata del fluido bifase in fase di condensazione alla 
temperatura costante Tc; 
G2, cp2 portata e calore specifico del fluido monofase in fase di 
riscaldamento; 
Te, Tu  temperatura di ingresso e uscita del fluido monofase; 
Rt resistenza termica totale supposta costante lungo tutto lo 
scambiatore,  
la relazione: 
  
! 
dQ(S) =
Tc " T(S)
Rt
dS, essendo: Q(S) = G2cp2[T(S) – Te], 
ovvero: dQ(S) = G2cp2dT(S), risulta: 
  
! 
dT(S)
Tc " T(S)
=
dS
G2cp2Rt
, che 
integrata fra ingresso e uscita dallo scambiatore porge: 
           
  
! 
S = G2cp2R tln
Tc " Te
Tc " Tu
.  
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Poichè risulta:
  
! 
lim
Tu"Te
S = 0; 
  
! 
lim
Tu"Tc
S = oo, fissate le temperature  di  
condensazione, (Tc), di ingresso del fluido monofase, (Te) e la resistenza 
termica dello scambiatore (Rt), il dimensionamento dello scambiatore 
con: 0 < S < oo, permette l'ottenimento di una qualunque temperatura 
di uscita del fluido monofase, (Tu), compresa nell'intervallo:  
Te < T < Tc, (Fig.I°.5.4.1), e corrispondentemente una potenza 
termica scambiata: 0 < Q < G2cp2(Tu – Te) + DQoo = G2cp2(Tc – Te)  
essendo DQoo = G2cp2(Tc – Tu), l'incremento di potenza ottenibile da 
dimensioni finite, (S), a scambiatore illimitato, (S   oo). 
 
 
   
Te
Tu
T
Q
DQoo
Fig.I°.5.4.1
Tc
 
 
 
Sostituendo la relazione: 
  
! 
Tu(S) = Te +
Q(S)
G2cp2
, nell'espressione di 
dimensionamento: 
  
! 
S = G2cp2R tln
Tc " Te
Tc " Tu
,  
si ottiene:  
  
! 
Q(S) = G2cp2(Tc " Te) 1 " e
"
S
G2cp2Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
;  
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! 
Tu(S) = Te + (Tc " Te) 1 " e
"
S
G2cp2Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
. 
Il valore medio della differenza di temperatura fra i fluidi, (pesato sulla 
superficie di scambio), risulta: 
  
! 
DTm =
1
S
(Tc " T(S){ }o
S# dS = 1S (Tc " Te)e
"
S
G2cp2Rt
$ 
% 
& 
& 
' 
& 
& 
( 
) 
& 
& 
* 
& 
& 
o
S# dS = 
  
! 
=
G2cp2Rt
S
(Tc " Te) 1 " e
"
S
G2cp2Rt
# 
$ 
% 
% 
& 
% 
% 
' 
( 
% 
% 
) 
% 
% 
, 
da cui, inserendo l’espressione della superficie di scambio: 
         
  
! 
DTm =
(Tc " Te) " (Tc " Tu)
ln
Tc " Te
Tc " Tu
,   
ottenibile anche direttamente considerando che poichè due fluidi fra i 
quali si ha una differenza di temperatura  costante, (DT), si scambiano 
attraverso una superficie S, una potenza termica pari a: Q = (S/Rt)DT, 
il salto termico costante equivalente alla situazione reale di fluidi a 
temperature variabili durante lo scambio, (DTm), si ottiene ponendo:  
  
! 
Q(S) = G2cp2(Tc " Te) 1 " e
"
S
G2cp2Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
=
S
Rt
DTm , da cui: 
 
  
! 
DTm =
G2cp2Rt(Tc " Te)
S
1 " e
"
S
G2cp2Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
=
(Tc " Te) " (Tc " Tu)
ln
Tc " Te
Tc " Tu
. 
Indicando con: t1 = Tc – Te; t2 = Tc – Tu, le differenze di temperatura 
agli estremi dello scambiatore, si ha: 
  
! 
Q =
S
Rt
t1 " t2
ln
t1
t2
, indicato come 
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salto termico logaritmico medio, (DTlm): 
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
, parametro 
dipendente solo dalle condizioni in ingresso e in uscita dello 
scambiatore, da cui: 
  
! 
Q =
S
R t
DTlm. 
L’andamento della temperatura risulta lineare solo con la potenza 
termica scambiata e non con le dimensioni dello scambiatore, per cui la 
differenza di temperatura dei fluidi fra ingresso e uscita dallo 
scambiatore non può essere mediata. Risulta, infatti:  
  
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
# Tc "
Te + Tu
2
=
(Tc " Te) + (Tc " Tu)
2
=
t1 + t2
2
.  
Per superficie di scambio illimitate, le massime grandezze di scambio 
risultano:  
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = G2cp2(Tc # Te); 
      
  
! 
lim
S"oo
Tu(S) = Tc; 
      
  
! 
lim
S"oo
hu(S) = he #
G2cp2
G1
(Tc # Te). 
All'aumentare della potenza termica scambiata, in un condensatore 
come in ogni tipo di scambiatore, diminuisce il salto termico fra i fluidi 
e di conseguenza la potenza trasmessa per unità di superficie.  
Ne risultano quindi, limitazioni tecniche nel dimensionamento delle 
apparecchiature. 
Dallo studio della funzione Q = Q(S), risulta: 
    
  
! 
lim
S"0
Q(S) = 0; 
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = G2cp2(Tc # Te) = Qmax ; 
   
  
! 
dQ(S)
dS
=
Tc " Te
Rt
e
"
S
G2cp2Rt > 0   # S; 
   
  
! 
d2Q(S)
dS2
= "
Tc " Te
G2cp2Rt
2
e
"
S
G2cp2Rt < 0   # S. 
 
La funzione Q = Q(S), assume quindi andamento monotono crescente 
da zero per superficie nulla all'asintoto orizzontale, (Q = Qmax), per 
superficie  che tende all'infinito, (Fig.I°.5.4.2). 
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Q
S
Fig.I°.5.4.2
Qmax
Q(S)
 
 
 
Si definisce indice dello scambiatore, (is), il rapporto: Q(S)/Qmax, fra la 
potenza termica scambiata dall'apparecchiatura e quella massima 
teoricamente scambiabile, (con superficie infinita).  
Risulta quindi: 
   
! 
is (S) =
Q(S)
Qmax
= 1 " e
"
S
G2cp2Rt =
G2cp2(Tu " Te)
G2cp2(Tc " Te)
=
Tu " Te
Tc " Te ,  
[0 < is(S) < 1, per: 0 < S < oo], ovvero: 
  
! 
S = G2cp2Rt ln
1
1 " is
, mentre 
la potenza termica scambiata per unità di superficie di scambiatore: 
dQ(S)/dS, diminuisce esponenzialmente all'aumentare della superficie, 
annullandosi per superficie illimitata quando il salto termico tende a 
zero.  
Risulta, pertanto, più indicativo esprimere la superficie di scambio in 
unità G2cp2Rt, piuttosto che in unità superficiali, essendo il 
parametro: S/G2cp2Rt, a determinare il comportamento del sistema. 
A livello di limite indicativo, si ha:  
       Q(S) ≈ 0,95Qmax, per: S = 3G2cp2Rt. 
Nell’espressione del salto termico logaritmico medio, esprimendo i salti 
termici reali dei fluidi come pari a quelli massimi, (superficie illimitata), 
per l’indice dello scambiatore, si ottiene la relazione fra il salto termico 
logaritmico medio e l’indice dello scambiatore. 
Indicando con DTmax = Tc – Te, il salto termico massimo fra le 
temperature di ingresso dei fluidi, risulta:  
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! 
DTlm = DTmax
is
ln
1
1 " is
, con:
  
! 
lim
is"o
DTlm = DTmax , (in assenza di 
scambio i fluidi si mantengono alle temperature originarie lungo 
qualunque percorso); 
  
! 
lim
is"1
DTlm = 0, (per indice unitario la superficie di scambio tende a 
infinito e quindi, restando finita la potenza termica scambiata: Qmax, 
tende a zero il salto termico logaritmico medio). 
Il salto termico logaritmico medio, risulta pari a quello aritmetico: 
DTlm = 1/2 DTmax, per: is = 0,7968. 
 
Per il fluido che cede calore, (bifase), si ha: Q = G1(he – hu), da cui: 
      
  
! 
hu(S) = he "
G2cp2
G1
(Tc " Te) 1 " e
"
S
G2cp2Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
. 
Indicando con hv, il valore dell’entalpia del liquido saturo, alle 
dimensioni relative alla uguaglianza: 
      
  
! 
hv = he "
G2cp2
G1
(Tc " Te) 1 " e
"
S
G2cp2Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
, 
ovvero per:  
  
! 
S = G2cp2Rt ln
1
1 "
G1(hv " he)
G2cp2(Tc " Te)
# 
$ 
% 
% 
& 
% 
% 
' 
( 
% 
% 
) 
% 
% 
, 
il fluido cessa di essere bifase e lo scambiatore diviene a temperature 
variabili. 
 
§ I°.5.5 – EVAPORATORI. 
 
In questo caso il fluido che cede calore risulta a temperatura variabile, 
(monofase), mentre il fluido che riceve calore risulta in condizioni di 
cambiamento di fase, (bifase).  
Per il dimensionamento dello scambiatore, indicando con: 
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G1, cp1 portata e calore specifico del fluido monofase in fase di 
raffreddamento; 
G2 portata del fluido bifase in fase di evaporazione alla 
temperatura costante Tv; 
Te, Tu  temperatura di ingresso e uscita del fluido monofase; 
Rt resistenza termica totale supposta costante lungo tutto lo 
scambiatore, 
la relazione: 
  
! 
dQ(S) =
T(S) " Tv
Rt
dS, essendo: Q(S) = G1cp1[Te – T(S)], 
ovvero: dQ(S) = – G1cp1dT(S), risulta: 
  
! 
"
dT(S)
T(S) " Tv
=
dS
G1cp1Rt
, che 
integrata fra ingresso e uscita dallo scambiatore porge: 
       
  
! 
S = G1cp1R tln
Te " Tv
Tu " Tv
. 
Poichè risulta: 
  
! 
lim
Tu"Te
S = 0; 
  
! 
lim
Tu"Tv
S = oo, fissate le temperature di 
evaporazione, (Tv), di ingresso del fluido monofase, (Te), e la resistenza 
termica dello scambiatore, (Rt), il dimensionamento dello scambiatore 
con: 0 < S < oo, permette l'ottenimento di una qualunque temperatura 
di uscita del fluido monofase, (Tu), compresa nell'intervallo: Tv < Tu < 
Te, (Fig.I°.5.5.1), e corrispondentemente una potenza termica 
scambiata: 0 < Q < G1cp1(Te – Tu) + DQoo = G1cp1(Te – Tv), 
essendo: DQoo = G1cp1(Tu – Tv), l'incremento di potenza ottenibile da 
dimensioni finite, (S), a scambiatore illimitato, (S   oo). 
Sostituendo la relazione: 
  
! 
Tu(S) = Te "
Q(S)
G1cp1
, nell'espressione di 
dimensionamento: 
  
! 
S = G1cp1R tln
Te " Tv
Tu " Tv
, si ottiene: 
      
  
! 
Q(S) = G1cp1(Te " Tv ) 1 " e
"
S
G1cp1Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
; 
      
  
! 
Tu(S) = Te " (Te " Tv ) 1 " e
"
S
G1cp1Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
. 
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Te
Tu
T
Q
DQoo
Fig.I°.5.5.1
Tv
 
 
 
Il valore medio della differenza di temperatura fra i fluidi, (pesato sulla 
superficie di scambio), risulta: 
  
! 
DTm =
1
S
(T(S) " Tv{ }o
S# dS = 1S (Te " Tv )e
"
S
G1cp1Rt
$ 
% 
& 
& 
' 
& 
& 
( 
) 
& 
& 
* 
& 
& 
o
S# dS =
  
! 
=
G1cp1Rt
S
(Te " Tv ) 1 " e
"
S
G2cp2Rt
# 
$ 
% 
% 
& 
% 
% 
' 
( 
% 
% 
) 
% 
% 
, 
da cui, inserendo l’espressione della superficie di scambio: 
         
  
! 
DTm =
(Te " Tv ) " (Tu " Tv )
ln
Te " Tv
Tu " Tv
,   
ottenibile anche direttamente come salto termico costante equivalente 
alla situazione reale di fluidi a temperature variabili durante lo 
scambio, (DTm):  
  
! 
Q(S) = G1cp1(Te " Tv ) 1 " e
"
S
G1cp1Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
=
S
Rt
DTm, da cui: 
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! 
DTm =
G1cp1Rt(Te " Tv )
S
1 " e
"
S
G1cp1Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
=
(Te " Tv ) " (Tu " Tv )
ln
Te " Tv
Tu " Tv
. 
Indicando con: t1 = Tc – Te; t2 = Tc – Tu, le differenze di temperatura 
agli estremi dello scambiatore, si ha: 
  
! 
Q =
S
Rt
t1 " t2
ln
t1
t2
, indicato come 
salto termico logaritmico medio, (DTlm): 
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
, parametro 
dipendente solo dalle condizioni in ingresso e in uscita dello 
scambiatore, da cui: 
  
! 
Q =
S
R t
DTlm. 
Ancora la differenza di temperatura dei fluidi fra ingresso e uscita dallo 
scambiatore non può essere mediata. Risulta, infatti:  
  
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
#
Te + Tu
2
" Tv =
(Te " Tv ) + (Tu " Tv )
2
=
t1 + t2
2
.  
Per superficie di scambio illimitate, le massime grandezze di scambio 
risultano:  
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = G1cp1(Te # Tv ); 
      
  
! 
lim
S"oo
Tu(S) = Tv; 
      
  
! 
lim
S"oo
hu(S) = he +
G1cp1
G2
(Te # Tv ). 
Dallo studio della funzione Q = Q(S), risulta: 
     
  
! 
lim
S"0
Q(S) = 0; 
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = G1cp1(Te # Tv ) = Qmax ; 
     
  
! 
dQ(S)
dS
=
Te " Tv
Rt
e
"
S
G1cp1Rt > 0   # S; 
     
  
! 
d2Q(S)
dS2
= "
Te " Tv
G1cp1Rt
2
e
"
S
G1cp1Rt < 0   # S. 
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La funzione Q = Q(S), assume quindi andamento monotono crescente 
da zero per superficie nulla all'asintoto orizzontale, (Q = Qmax), per 
superficie  che tende all'infinito, (Fig.I°.5.4.2). 
L'indice dello scambiatore risulta quindi:  
  
! 
is (S) =
Q(S)
Qmax
= 1 " e
"
S
G1cp1Rt =
G1cp1(Te " Tu)
G1cp1(Te " Tv )
=
Te " Tu
Te " Tv
, 
[0 < is(S) < 1, per: 0 < S < oo], ovvero: 
  
! 
S = G1cp1Rt ln
1
1 " is
, mentre la 
potenza termica scambiata per unità di superficie di scambiatore: 
dQ(S)/dS, diminuisce esponenzialmente all'aumentare della superficie 
annullandosi per superficie illimitata quando il salto termico tende a 
zero e si ha: Q(S) ≈ 0,95Qmax, per: S = 3G1cp1Rt. 
Indicando con DTmax = Te – Tv, il salto termico massimo fra le 
temperature di ingresso dei fluidi, risulta: 
  
! 
DTlm = DTmax
is
ln
1
1 " is
, 
con:
  
! 
lim
is"o
DTlm = DTmax , (in assenza di scambio i fluidi si 
mantengono alle temperature originarie lungo qualunque percorso); 
  
! 
lim
is"1
DTlm = 0, (per indice unitario la superficie di scambio tende a 
infinito e quindi, restando finita la potenza termica scambiata: Qmax, 
tende a zero il salto termico logaritmico medio). 
Il salto termico logaritmico medio, risulta pari a quello aritmetico: 
DTlm = 1/2 DTmax, per: is = 0,7968. 
 
Per il fluido che riceve calore, (bifase), si ha: Q = G2(hu – he), da cui: 
      
  
! 
hu(S) = he +
G1cp1
G2
(Te " Tv ) 1 " e
"
S
G1cp1Rt
# 
$ 
% 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
( 
. 
Nel caso in cui entrambi i fluidi risultino bifase ed entrambe le 
trasformazioni avvengano, quindi, a temperatura costante, (Tc e Tv), si 
ha: 
  
! 
Q =
S
Rt
DT =
S
Rt
(Tc " Tv ) = G1Dhc = G2Dhv , e la potenza termica 
risulta quindi linearmente crescente con la superficie di scambio, fino 
alla saturazione di uno dei due fluidi.  
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Si ha ancora: DTlm = DT, essendo: 
  
  
! 
lim
t1"t2
DTlm = lim
t1"t2
t1 # t2
ln
t1
t2
= lim
t1"t2
1
1
t1
= t1 = t2 = DT. 
 
§ I°.5.6 – SCAMBIATORI EQUICORRENTE. 
 
Lo scambiatore si indica come percorso equicorrente quando le sezioni 
di ingresso e di uscita dei fluidi, (entrambi monofase), sono situate dalla 
medesima parte, rispettivamente, ovvero quando in ingresso alla 
massima temperatura del fluido che cede calore corrisponde la minima 
temperatura del fluido che riceve calore e viceversa in uscita. 
Per il dimensionamento dello scambiatore, indicando con: 
G1, cp1 portata e calore specifico del fluido monofase in fase di 
raffreddamento;; 
G2, cp2 portata e calore specifico del fluido monofase in fase di 
riscaldamento; 
Te, Tu temperatura di ingresso e uscita del fluido in fase di 
raffreddamento; 
te, tu temperatura di ingresso e uscita del fluido in fase di 
riscaldamento; 
Rt resistenza termica totale supposta costante lungo tutto lo 
scambiatore,  
la relazione: 
  
! 
dQ(S) =
T(S) " t(S)
Rt
dS, essendo:  
     Q(S) = G1cp1[Te–T(S)] = G2cp2[t(S) – te],  
ovvero:  
  
! 
dT(S) = "
dQ(S)
G1cp1
; 
  
! 
dt(S) =
dQ(S)
G2cp2
,  
e quindi: 
  
! 
dQ(S) = "
d[T(S) " t(S)]
1
G1cp1
+
1
G2cp2
,  
risulta:   
  
! 
d[T(S) " t(S)]
T(S) " t(S)
= "
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
dS
Rt
,  
che integrata fra ingresso e uscita dallo scambiatore porge: 
      
  
! 
S =
R t
1
G1cp1
+
1
G2cp2
ln
Te " te
Tu " tu
. 
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Per Tu che tende a Te, lo scambio di calore tende a zero e quindi tu 
tende a te, mentre la superficie di scambio tende a zero.  
Viceversa per Tu che tende a tu, la superficie di scambio risulta 
illimitata e dal bilancio della potenza termica scambiata, con                     
Tu = tu = Too: G1cp1(Te – Too ) = G2cp2(Too – te), si ottiene:  
         
  
! 
Too =
G1cp1Te + G2cp2te
G1cp1 + G2cp2
. 
 
 
   
te
Te
Tu
tu
Too
T
Q
DQoo
Fig.I°.5.6.1
 
 
 
In funzione della superficie di scambio dello scambiatore, (0 < S < oo), 
si ottiene quindi qualunque temperatura Tu, con: Too < Tu < Te, 
(Fig.I°.5.6.1), ovvero tu, con: te < tu < Too, essendo i due valori 
comunque legati dalla relazione di scambio termico globale:  
         G1cp1(Te – Tu) = G2cp2(tu  – te),  
e corrispondentemente una potenza termica scambiata: 
      0 < Q < G1cp1(Te – Tu) + DQoo = G1cp1(Te – Too), 
ovvero:   0 < Q < G2cp2(tu – ee) + DQoo = G2cp2(Too – te), 
essendo DQoo = G1cp1(Tu – Too) = G2cp2(Too – tu), l'incremento di 
potenza ottenibile da dimensioni finite, (S), a scambiatore illimitato,     
(S   oo). 
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Sostituendo le relazioni: 
  
! 
Tu(S) = Te "
Q(S)
G1cp1
, 
  
! 
tu(S) = te +
Q(S)
G2cp2
, 
nell'espressione di dimensionamento: 
     
  
! 
S =
R t
1
G1cp1
+
1
G2cp2
ln
Te " te
Tu " tu
, si ottiene: 
  
! 
Q(S) =
Te " te
1
G1cp1
+
1
G2cp2
1 " e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
; 
  
! 
Tu(S) = Te "
Te " te
1 +
G1cp1
G2cp2
1 " e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
; 
  
! 
tu(S) = te +
Te " te
1 +
G2cp2
G1cp1
1 " e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
Il salto termico costante equivalente alla situazione reale di fluidi a 
temperature variabili durante lo scambio, (DTm), si ottiene ponendo:  
  
! 
Q(S) =
Te " te
1
G1cp1
+
1
G2cp2
1 " e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
=
S
Rt
DTm, 
ovvero: 
  
! 
DTm =
Rt
S
Te " te
1
G1cp1
+
1
G2cp2
1 " e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
da cui inserendo l’espressione della superficie di scambio, si ottiene: 
         
  
! 
DTm =
(Te " te) " (Tu " tu)
ln
Te " te
Tu " tu
, 
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ottenibile parimenti come differenza di temperatura fra i fluidi media 
pesata sulla superficie di scambio: 
  
! 
DTm =
1
S
(T(S) " t(S){ }o
S# dS. 
Indicando con: t1 = Te – te; t2 = Tu – tu, le differenze di temperatura 
agli estremi dello scambiatore, si ha: 
  
! 
Q =
S
Rt
t1 " t2
ln
t1
t2
, indicato come 
salto termico logaritmico medio, (DTlm): 
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
, parametro 
dipendente solo dalle condizioni in ingresso e in uscita dello 
scambiatore, da cui: 
  
! 
Q =
S
R t
DTlm. 
Ancora la differenza di temperatura dei fluidi fra ingresso e uscita dallo 
scambiatore non può essere mediata. Risulta, infatti:  
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
#
Te + Tu
2
"
tu + te
2
=
(Te " te) + (Tu " tu)
2
=
t1 + t2
2
.  
Per superficie di scambio illimitate, le massime grandezze di scambio 
risultano:   
  
! 
lim
S"oo
Q(S) =
Te # te
1
G1cp1
+
1
G2cp2
; 
       
  
! 
lim
S"oo
Tu(S) = Te #
Te # te
1 +
G1cp1
G2cp2
; 
       
  
! 
lim
S"oo
tu(S) = te +
Te # te
1 +
G2cp2
G1cp1
. 
Dallo studio della funzione: Q = Q(S), risulta: 
  
  
! 
lim
S"0
Q(S) = 0; 
  
! 
lim
S"oo
Q(S) =
Te # te
1
G1cp1
+
1
G2cp2
= Qmax . 
Risulta, infatti: 
  
! 
Qmax = G1cp1(Te " Too) = G1cp1 Te "
G1cp1Te + G2cp2te
G1cp1 + G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( =
Te " te
1
G1cp1
+
1
G2cp2
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ovvero: 
  
! 
Qmax = G2cp2(Too " te) = G2cp2
G1cp1Te + G2cp2te
G1cp1 + G2cp2
" te
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( =
Te " te
1
G1cp1
+
1
G2cp2
 
  
  
! 
dQ(S)
dS
=
Te " te
Rt
e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
> 0   ) S; 
  
! 
d2Q(S)
dS2
= "
Te " te
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( Rt
2
e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
< 0 ) S.
 
La funzione Q = Q(S), assume quindi andamento monotono crescente 
da zero per superficie nulla all'asintoto orizzontale, (Q = Qmax), per 
superficie  che tende all'infinito, (Fig.I°.5.4.2). 
L'indice dello scambiatore risulta, quindi:  
  
! 
is (S) =
Q(S)
Qmax
= 1 " e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
= 
   
  
! 
=
G1cp1(Te"Tu)
G1cp1(Te"Too)
=
G2cp2(tu"te)
G2cp2(Too"te)
=
Te"Tu
Te"Too
=
tu"te
Too"te
,  
[0 < is(S) < 1, per: 0 < S < oo], ovvero: 
  
! 
S =
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
" 
# 
$ $ 
% 
& 
' ' 
ln
1
1 ( is
, 
mentre la potenza termica scambiata per unità di superficie di 
scambiatore: dQ(S)/dS, diminuisce esponenzialmente all'aumentare 
della superficie annullandosi per superficie illimitata quando il salto 
termico tende a zero e si ha:  
      
! 
Q(S) " 0,95Qmax , per: 
  
! 
S = 3
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
. 
Indicando con DTmax = Te – te, il salto termico massimo fra le 
temperature di ingresso dei fluidi, risulta: 
  
! 
DTlm = DTmax
is
ln
1
1 " is
, 
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con:
  
! 
lim
is"o
DTlm = DTmax , (in assenza di scambio i fluidi si 
mantengono alle temperature originarie lungo qualunque percorso); 
  
! 
lim
is"1
DTlm = 0, (per indice unitario la superficie di scambio tende a 
infinito e quindi, restando finita la potenza termica scambiata: Qmax, 
tende a zero il salto termico logaritmico medio). 
Il salto termico logaritmico medio, risulta pari a quello aritmetico: 
DTlm = 1/2 DTmax, per: is = 0,7968. 
 
§ I°.5.7 – SCAMBIATORI CONTROCORRENTE. 
  
Lo scambiatore si indica come percorso controcorrente quando le 
sezioni di ingresso e di uscita dei fluidi, (entrambi monofase), sono 
incrociate, ovvero quando in ingresso alla massima temperatura del 
fluido che cede calore corrisponde la massima temperatura del fluido 
che riceve calore e viceversa in uscita. 
Per il dimensionamento dello scambiatore, indicando con: 
G1, cp1 portata e calore specifico del fluido monofase in fase di 
raffreddamento; 
G2, cp2 portata e calore specifico del fluido monofase in fase di 
riscaldamento; 
Te, Tu temperatura di ingresso e uscita del fluido in fase di 
raffreddamento; 
te, tu temperatura di ingresso e uscita del fluido in fase di 
riscaldamento; 
Rt resistenza termica totale supposta costante lungo tutto lo 
scambiatore,  
nella relazione: 
  
! 
dQ(S) =
T(S) " t(S)
Rt
dS, occorre considerare che 
scegliendo un verso di percorrenza, (e quindi di integrazione), dello 
scambiatore, le pendenze delle curve di temperatura delle portate di 
fluido risultano di segno concorde. 
Procedendo lungo lo scambiatore, la temperatura del fluido più caldo 
risulta decrescente: dQ(S) = – G1cp1dT(S), e parimenti decrescente 
nella stessa direzione risulta la temperatura del fluido più freddo che 
procede in senso contrario: dQ(S) = – G2cp2dt(S).   
Si ottiene quindi: 
  
! 
d[T(S) " t(S)] = "dQ(S)
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( ,  
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ovvero:     
  
! 
dQ(S) = "
d[T(S) " t(S)]
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
, 
da cui:     
  
! 
d[T(S) " t(S)]
T(S) " t(S)
= "
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
dS
Rt
, 
che integrata fra le sezioni estreme dello scambiatore porge: 
        
  
! 
S =
R t
1
G1cp1
"
1
G2cp2
ln
Te " tu
Tu " te
. 
L'espressione della superficie di scambio mantiene comunque 
significato fisico, (positiva).  
Infatti dalla relazione di scambio termico globale:  
      Q =  G1 cp1 (Te – Tu) = G2 cp2 (tu  – te),  
si ottiene:  
  
! 
Te = Tu +
Q
G1cp1
; 
  
! 
tu = te +
Q
G2cp2
,  
da cui:   
  
! 
(Te " tu) = (Tu " te) + Q
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( ,   
e quindi per: 
  
1
G1cp1
–
1
G2cp2
< 0, si ha: (Te – tu) < (Tu – te),  da cui:  
  
! 
ln
Te " tu
Tu " te
< 0, e quindi: S > 0 e viceversa. 
In funzione della superficie di scambio, da zero a infinito risulta quindi, 
(Fig.I°.5.7.1): te < tu < Te   per: 
  
! 
1
G1cp1
<
1
G2cp2
; 
       te < Tu < Te  per: 
  
! 
1
G1cp1
>
1
G2cp2
, 
essendo comunque le due temperature di uscita, (Tu e tu), legate dalla 
relazione di scambio globale:  G1cp1(Te – Tu) = G2cp2(tu – te), e 
corrispondentemente una potenza termica scambiata: 
0 < Q < G1cp1(Te–Tu)+Dqoo = G2cp2(tu–te)+Dqoo = G2cp2(Te–te), 
per: 
  
! 
1
G1cp1
<
1
G2cp2
; 
0 < Q < G1cp1(Te–Tu) +Dqoo = G2cp2(tu–te)+Dqoo = G1cp1(Te–te), 
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per: 
  
! 
1
G1cp1
>
1
G2cp2
, 
essendo: DQoo = G2cp2(Te – tu),  per: 
  
! 
1
G1cp1
<
1
G2cp2
; 
     DQoo = G1cp1(Tu – te),  per: 
  
! 
1
G1cp1
>
1
G2cp2
, 
l'incremento di potenza ottenibile da dimensioni finite, (S), a 
scambiatore illimitato, (S   oo). 
 
 
tuoo= Te
te
Tu
Tuoo
tu
T
Q
DQoo
te
Tu
tuoo
tu
T
Q
DQoo
Te
Tuoo= te
Fig.I°.5.7.1
1/G1cp1 < 1/G2cp2
1/G1cp1 > 1/G2cp2
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Il salto termico medio equivalente può ottenersi eguagliando le 
espressioni della potenza termica scambiata, o come media pesata della 
differenza termica reale lungo lo scambiatore, ma anche combinando la 
relazione di dimensionamento dell'apparecchiatura di scambio termico 
con le espressioni della potenza termica scambiata: 
      Q = G1cp1(Te – Tu); Q = G2cp2(tu – te),  
da cui:    
  
! 
Q =
S
Rt
(Te " tu) " (Tu " te)
ln
Te " tu
Tu " te
,  
che posto:  t1 = Te – tu; t2 = Tu – te, risulta:  
      
  
! 
Q =
S
Rt
t1 " t2
ln
t1
t2
=
S
Rt
DTlm, 
parametro dipendente solo dalle condizioni in ingresso e in uscita dello 
scambiatore, da cui: 
  
! 
Q =
S
R t
DTlm. 
Ancora la differenza di temperatura dei fluidi fra ingresso e uscita dallo 
scambiatore non può essere mediata. Risulta, infatti:  
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
#
Te + Tu
2
"
tu + te
2
=
(Te " tu) + (Tu " te)
2
=
t1 + t2
2
.  
Sostituendo le relazioni: 
  
! 
Tu(S) = Te "
Q(S)
G1cp1
, 
  
! 
tu(S) = te +
Q(S)
G2cp2
, 
nell'espressione di dimensionamento: 
     
  
! 
S =
R t
1
G1cp1
"
1
G2cp2
ln
Te " tu
Tu " te
, si ottiene: 
  
  
! 
Q(S) = (Te " te)
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"1
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
G2cp2
"
1
G1cp1
;
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! 
Tu(S) = Te " (Te " te)
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"1
G1cp1
G2cp2
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"1
;  
  
  
! 
tu(S) = te + (Te " te)
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"1
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"
G2cp2
G1cp1
. 
Per superficie di scambio illimitate, le massime grandezze di scambio 
risultano: 
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = G1cp1(Te # te);       per:  
  
! 
1
G1cp1
>
1
G2cp2
;  
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = G2cp2(Te # te);      per:  
  
! 
1
G1cp1
<
1
G2cp2
; 
  
! 
lim
S"oo
Tu(S) = Te #
G2cp2
G1cp1
(Te # te);   per:  
  
! 
1
G1cp1
<
1
G2cp2
; 
  
! 
lim
S"oo
Tu(S) = te;            per:  
  
! 
1
G1cp1
>
1
G2cp2
;  
  
! 
lim
S"oo
tu(S) = Te;            per:  
  
! 
1
G1cp1
<
1
G2cp2
; 
  
! 
lim
S"oo
tu(S) = te +
G1cp1
G2cp2
(Te # te);   per:  
  
! 
1
G1cp1
>
1
G2cp2
. 
Dallo studio della funzione Q = Q(S): 
  
! 
lim
S"0
Q(S) = 0; 
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = G1cp1(Te # te) = Qmax ;  per:    
! 
G1cp1 < G2cp2; 
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = G2cp2(Te # te) = Qmax ;  per:    
! 
G1cp1 > G2cp2; 
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! 
dQ(S)
dS
=
Te " te
Rt
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
G1cp1
"
1
G2cp2
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
2
=
 
  
! 
=
Te " te
Rt
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
1
G1cp1
"
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
G2cp2
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
2
> 0   / S
  
  
! 
d2Q(S)
dS2
< 0   " S, 
risulta che la funzione: Q = Q(S), ha andamento monotono crescente da 
zero per superficie nulla all'asintoto orizzontale, (Q = Qmax), per 
superficie  che tende all'infinito, (Fig.I°.5.4.2). 
La potenza termica scambiata per unità di superficie di scambiatore, 
(dQ(S)/dS), diminuisce esponenzialmente all'aumentare della superficie 
annullandosi per superficie illimitata quando il salto termico tende a 
zero e per: 
  
! 
S = 3
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
, si ha: 
per:  G1cp1 > G2cp2: 
  
! 
Q(S) =
(Te " te)(e
3 "1)
e3
G1cp1
"
1
G2cp2
# 0,95G2cp2(Te " te) # 0,95Qmax ; 
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per:  G1cp1 < G2cp2: 
  
! 
Q(S) "
(Te # te)(e
#3 #1)
e#3
G2cp2
#
1
G1cp1
" 0,95G1cp1(Te # te) " 0,95Qmax . 
L'indice dello scambiatore risulta:  
  
! 
is (S) =
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"1
G2cp2
G1cp1
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"1
,  per:    
! 
G1cp1 > G2cp2, 
ovvero: 
  
! 
S =
R t
1
G1cp1
"
1
G2cp2
ln
1 " is
1 " is
G2cp2
G1cp1
; 
  
! 
is (S) =
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"1
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
"
G1cp1
G2cp2
,  per:    
! 
G1cp1 < G2cp2,  
ovvero: 
  
! 
S =
R t
1
G1cp1
"
1
G2cp2
ln
1 " is
G1cp1
G2cp2
1 " is
, 
risultando comunque: 0 < is(S) < 1, per: 0 < S < oo. 
 
Per scambiatori controcorrente la relazione fra salto termico logaritmico 
medio e indice dello scambiatore risulta: 
  
! 
DTlm = DTmax
is 1 "
G2cp2
G1cp1
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
ln
1 "
G2cp2
G1cp1
is
1 " is
,   per: 
  
! 
1
G1cp1
<
1
G2cp2
; 
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! 
DTlm = DTmax
is 1 "
G1cp1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
ln
1 "
G1cp1
G2cp2
is
1 " is
,   per: 
  
! 
1
G1cp1
>
1
G2cp2
. 
 
Per G1cp1 che tende all'infinito le relazioni funzionali di entrambi gli 
scambiatori a temperature variabili tendono a quelle relative allo 
schema del condensatore, (la temperatura del fluido che cede calore 
diviene costante), mentre per G2cp2 che tende all'infinito le relazioni 
funzionali di entrambi gli scambiatori a temperature variabili tendono a 
quelle relative allo schema dell'evaporatore, (la temperatura del fluido 
che riceve calore diviene costante). 
Nel caso in cui risulti: 
  
! 
1
G1cp1
=
1
G2cp2
, (in particolare per uguali 
portate di fluidi della stessa natura), l'espressione di calcolo della 
superficie di scambio assume forma indeterminata, risultando nullo sia 
il denominatore: 
  
! 
1
G1cp1
"
1
G2cp2
= 0, che il logaritmo, (di argomento 
unitario), a numeratore.  
Essendo, tuttavia, in ogni generica sezione dello scambiatore:  
dQ = – G1cp1dT = – G2cp2dt, in tal caso risulta: d(T – t) = 0, e quindi: 
(T – t) = DT = costante = (Te – tu) = (Tu – te). 
Dalla relazione: 
  
! 
dQ(S) =
dS
Rt
(T " t) =
dS
Rt
DT, si ottiene, quindi: 
    
  
! 
S = Rt
Q
DT
= RtG1cp1
Te " Tu
DT
= RtG2cp2
tu " te
DT
, 
con: (Te – Tu) = (tu  – te),  per:  G1cp1 = G2 cp2. 
L'espressione: 
  
! 
Q(S) =
S
Rt
DTlm, è formalmente ancora applicabile in 
quanto il salto termico logaritmico medio risulta pari alla differenza 
costante di temperatura essendo: 
  
  
! 
lim
t1"t2
DTlm = lim
t1"t2
t1 # t2
ln
t1
t2
= lim
t1"t2
1
1
t1
= t1 = t2 = DT. 
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Combinando la relazione di dimensionamento:           
     
  
! 
Q =
S
Rt
DT =
S
Rt
(Te " tu) =
S
Rt
(Tu " te), 
con le espressioni della potenza termica scambiata, (G1cp1= G2cp2 =  
= Gcp):   Q = Gcp(Te – Tu) = Gcp(tu – te);  
si ottiene: 
  
! 
Tu = Te "
Q
Gcp
; 
  
! 
tu = te +
Q
Gcp
,  
e quindi: 
  
! 
Q =
S
Rt
(Te " tu) =
S
Rt
(Tu " te) =
S
Rt
(Te " te) "
Q
Gcp
# 
$ 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
,  
da cui:   
  
! 
Q(S) =
S
Rt
(Te " te)
1 +
S
GcpRt
=
Gcp(Te " te)
1 +
GcpRt
S
; 
     
  
! 
Tu(S) = Te "
(Te " te)
1 +
GcpRt
S
;  
  
! 
tu(S) = te +
(Te " te)
1 +
GcpRt
S
. 
Per superficie di scambio nulla si ha: Tu = Te, tu = te, da cui: Q = 0, 
mentre per superficie di scambio illimitate, si ha: 
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = Gcp(Te # te); 
  
! 
lim
S"oo
Tu(S) = te; 
  
! 
lim
S"oo
 tu(S) = Te,  
da cui: DT = 0, con le due curve di temperatura coincidenti. 
 
 
   
Te
Tu
T
Q
DQoo
Fig.I°.5.7.2
te
tu
DQoo
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Al variare della superficie di scambio fra zero e infinito, pertanto, 
risulta, (Fig.I°.5.7.2): te < Tu < Te; te < tu < Te, con:  
(Te – Tu) = (tu – te), e corrispondentemente una potenza termica 
scambiata: 
   0 < Q < G1cp1(Te – Tu) + DQoo = G2cp2(tu – te) + DQoo =  
     = G1cp1(Te –  te) = G2cp2(Te –  te), 
essendo: DQoo = G1cp1(Tu – te) = G2cp2(Te – tu), 
l'incremento di potenza ottenibile da dimensioni finite, (S), a 
scambiatore illimitato, (S   oo). 
Dallo studio della funzione: Q = Q(S), si ottiene:    
   
  
! 
lim
S"0
Q(S) = 0;  
  
! 
lim
S"oo
Q(S) = Gcp(Te # te) = Qmax ; 
   
  
! 
dQ(S)
dS
=
Te " te
Rt 1 +
S
GcpRt
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
> 0   ) S; 
   
  
! 
d2Q(S)
dS2
= "
2(Te " te)
GcpRt
2 1 +
S
GcpRt
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
3
< 0   ) S. 
La funzione Q = Q(S), assume quindi andamento monotono crescente 
da zero per superficie nulla all'asintoto orizzontale, (Q = Qmax), per 
superficie che tende all'infinito, (Fig.I°.5.4.2), ma con andamento meno 
ripido rispetto alle curve relativa agli altri tipi di scambiatore in quanto 
la pendenza della curva, (dQ(S)/dS), diminuisce all'aumentare della 
superficie di scambio ancora in funzione del parametro: S/GcpRt, ma 
in forma polinomiale e non esponenziale.  
Per: S = 3GcpRt, infatti, si ha: Q(S) ≈ 0,75Qmax. 
L'indice dello scambiatore risulta:  
   
  
! 
is (S) =
Q(S)
Qmax
=
1
1 +
GcpRt
S
=
Gcp(Te " Tu)
Gcp(Te " te)
=
Gcp(tu " te)
Gcp(Te " te)
= 
     
  
! 
=
Te " Tu
Te " te
=
tu " te
Te " te
,  
ovvero: 
  
! 
S = GcpRt
1
1
is
"1
, con ancora: 0 < is(S) < 1, per: 0 < S < oo. 
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Per scambiatori controcorrente a correnti parallele, la relazione fra il 
salto termico logaritmico medio e l’indice dello scambiatore risulta: 
DTlm = DT = Te – tu = Te – tu + te – te = (Te – te) – (tu – te) = 
(Te – te)(1 – is) = DTmax(1 – is). 
 
§ I°.5.8 – PRESTAZIONI ED EFFICIENZA DEGLI SCAMBIATORI. 
 
La variazione di entropia nell'unità di tempo per ogni fluido, risulta: 
  
! 
Ds =
dQ
T0
Q" , con contributo negativo per il fluido che cede calore, 
(Dsc), e positivo per il fluido che riceve calore, (Dsf), da cui la variazione 
totale, (Dst), pari alla somma algebrica dei contributi: Dst = Dsc + Dsf. 
In ogni sezione infinitesima di scambiatore quindi, si ha comunque 
aumento globale di entropia in quanto essendo la temperatura del 
fluido caldo necessariamente superiore a quella del fluido freddo, 
risulta:|dsc|< |dsf|, e quindi: dst = –|dsc|+ |dsf|> 0. 
Pertanto, a meno della soluzione ovvia, (assenza di scambio termico: Tu 
= Te; tu = te), una variazione nulla di entropia, si ottiene solo qualora 
ogni quantità infinitesima di calore, (dQ), sia sottratta a un fluido e 
ceduta all'altro alla stessa temperatura, ovvero con salto termico 
infinitesimo fra i fluidi lungo tutto lo scambiatore, che necessariamente 
comporta una superficie di scambio illimitata. 
 
Condensatore. 
   
  
  
! 
Dsc = "
Q
Tc
= "G2cp2
Tu " Te
Tc
; 
  
  
! 
Dsf =
dQ
T0
Q" = G2cp2 dTTTe
Tu" = G2cp2 ln TuTe
, 
con aumento globale di entropia, (Dst), pari a: 
  
  
! 
Dst = Dsc + Dsf = G2cp2 ln
Tu
Te
"
Tu " Te
Tc
# 
$ 
% 
& 
' 
(  > 0  ∀ Te < Tu < Tc. 
 
Evaporatore. 
 
  
  
! 
Dsc = "
dQ
T0
Q# = G1Te
Tu# cp1 dTT = G1cp1 ln
Tu
Te
; 
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! 
Dsf =
Q
Tv
= G1cp1
Te " Tu
Tv
, 
con aumento globale di entropia, (Dst), pari a: 
  
  
! 
Dst = Dsc + Dsf = G1cp1
Te " Tu
Tv
+ ln
Tu
Te
# 
$ 
% 
& 
' 
(  > 0  ∀ Tv < Tu < Te. 
In caso di fluidi entrambi bifase si ha: Dsc = – Q/Tc; Dsf = Q/Tv, da 
cui:
  
! 
Dst = Dsc + Dsf = Q
1
Tv
"
1
Tc
# 
$ 
% 
& 
' 
( =
Tc " Tv
TcTv
G1Dhc =
Tc " Tv
TcTv
G2Dhv , 
con: Dhc, Dhv, salto entalpico dei due fluidi, rispettivamente. 
In tal caso è teoricamente possibile realizzare uno scambiatore 
isoentropico, ovvero a variazione globale nulla di entropia per: Tc = Tv, 
cui corrisponde un salto termico DT nullo lungo tutto lo scambiatore e 
una superficie di scambio: S = QRt/DT, illimitata. 
 
Scambiatori equicorrente. 
 
     
  
! 
Dsc = "
dQ
T0
Q# = G1cp1 dTT =Te
Tu# G1cp1 ln TuTe
; 
     
  
! 
Dsf =
dQ
T0
Q" = G2cp2 dtt = te
tu" G2cp2 ln tute
, 
con aumento globale di entropia, (Dst), pari a: 
    
  
! 
Dst = Dsc + Dsf = G1cp1 ln
Tu
Te
+ G2cp2 ln
tu
te
. 
 
Scambiatori controcorrente. 
 
    
  
! 
Dsc = "
dQ
T0
Q# = G1cp1 dTT =Te
Tu# G1cp1 ln TuTe
; 
    
  
! 
Dsf =
dQ
T0
Q" = G2cp2 dtt = tu
te" G2cp2 ln tetu
, 
con aumento globale di entropia, (Dst), pari a: 
    
  
! 
Dst = Dsc + Dsf = G1cp1 ln
Tu
Te
+ G2cp2 ln
te
tu
. 
Gli scambiatori controcorrente a rette di scambio parallele, (G1cp1 = 
G2cp2), e coincidenti: Tu = te; Te = tu, (di cui il caso di curve di 
temperatura entrambe orizzontali per fluidi bifase costituisce un caso 
Marco Gentilini – IMPIANTI MECCANICI 
 
 
218 
particolare), sono teoricamente scambiatori isoentropici, ovvero con 
trasmissione di calore attraverso salti di temperatura infinitesimi, con:  
S = QRt/DT   oo. 
 
Gli scambiatori controcorrente risultano termodinamicamente più 
efficienti rispetto a quelli equicorrente, essendo la potenza termica, 
scambiata fra salti medi di temperatura inferiori.  
E infatti disponendo, al limite, di superficie di scambio illimitata, 
mentre con scambiatori di calore controcorrente si ottiene, (per: G1cp1= 
= G2cp2), un fenomeno isoentropico, (scambio termico attraverso 
differenze di temperature infinitesime con temperatura di uscita del 
fluido che cede calore pari alla minima disponibile nel sistema te, e con 
temperatura di uscita del fluido che riceve calore pari alla massima 
temperatura disponibile nel sistema Te), con gli scambiatori 
equicorrente si ottiene una temperatura di uscita del fluido da 
raffreddare: Tu =  Too, superiore alla minima temperatura disponibile 
nel sistema, (te), o una temperatura di uscita del fluido che riceve 
calore: tu = Too, inferiore alla massima temperatura disponibile nel 
sistema, (Te). 
Indicando con Qe e Qc le potenze termiche scambiate con scambiatori 
equicorrente e controcorrente, si ottiene, a parità di altre condizioni: 
  
  
! 
Qe(S)
Qc(S)
=
1
1
G1cp1
+
1
G2cp2
e
S
G1cp1Rt " e
"
S
G2cp2Rt
G1cp1
+  
     
  
! 
+
e
"
S
G1cp1Rt " e
S
G2cp2Rt
G2cp2
e
S
G1cp1Rt " e
S
G2cp2Rt
, 
da cui: 
  
! 
lim
G1cp1"oo
Qe(S)
Qc(S)
= lim
G2cp2"oo
Qe(S)
Qc(S)
= 1, in quanto in tali 
casi gli scambiatori tendono agli schemi condensatore ed evaporatore 
rispettivamente, per i quali è ininfluente il verso di percorrenza. 
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Parimenti i due schemi risultano coincidenti per superficie nulla e 
risulta infatti: 
  
! 
lim
S"0
Qe(S)
Qc(S)
= 1. 
Segue un primo tratto, (quindi in generale la prima parte dello 
scambiatore), in cui la disposizione equicorrente comporta un maggiore 
salto termico fra i fluidi con conseguente miglior utilizzo delle superficie 
di scambio a parità di altre condizioni e la funzione Qe(S)/Qc(S), risulta 
quindi crescente, [Qe(S)/Qc(S) >1].  
Al crescere delle dimensioni, invece, il salto termico nella disposizione 
equicorrente si riduce progressivamente, la disposizione diviene meno 
efficiente e la funzione diviene quindi decrescente con andamento 
monotono scendendo a valori inferiori all'unità, [Qe(S)/Qc(S) < 1],  fino 
ai limiti della saturazione verso i rispettivi limiti massimi di potenza 
termica scambiabile per superficie illimitate, in cui si ha: 
  
! 
lim
S"oo
Qe(S)
Qc(S)
=
G2cp2
G1cp1+G2cp2
,  per:   G1cp1 < G2cp2;   
  
! 
lim
S"oo
Qe(S)
Qc(S)
=
G1cp1
G1cp1+G2cp2
,  per:   G1cp1 > G2cp2; 
  
! 
lim
S"oo
Qe(S)
Qc(S)
=
1
2
,         per:   G1cp1 = G2cp2. 
La funzione pertanto dal valore unitario per S = 0, cresce fino a un 
massimo radice dell'equazione: 
  
! 
d
dS
Qe(S)
Qc(S)
= 0, quindi decresce fino al 
valore asintotico inferiore all'unità, passando quindi per un nuovo 
valore unitario che fissa, a parità di altre condizioni, una dimensione 
limite per la superficie di scambio, al di sotto della quale risulta 
conveniente la disposizione equicorrente e al di sopra quella 
controcorrente. 
 
Si conclude, comunque, che per qualunque tipo di scambiatore di 
calore a superficie, (Fig.I°.5.8.1), indicando con: 
  
t1 = differenza di temperatura fra i fluidi a una estremità dello 
scambiatore;   
t2 = differenza di temperatura fra i fluidi all'altra estremità dello 
scambiatore,   
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Te Tu
te
tu
Fig.I°.5.8.1
 
 
 
e posto: 
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
, risulta comunque: 
  
! 
Q =
S
Rt
DTlm, 
indipendentemente dalla scelta dell'estremità, (ingresso o uscita), per i 
salti termici t1 e t2, essendo: 
  
! 
DTlm =
t1 " t2
ln
t1
t2
=
t2 " t1
ln
t2
t1
. 
 
Il salto termico logaritmico medio, pari al salto termico costante 
equivalente fra fluidi a temperature variabili durante lo scambio, risulta 
anche pari alla differenza fra le temperature medie dei due fluidi.  
Le curve di temperatura, lineari con la potenza termica scambiata, (in 
un piano T–Q, essendo dQ = GcpdT, il fenomeno è descritto da curve 
rettilinee orizzontali per i fluidi bifase: T = costante e di pendenza: 
  
! 
dT
dQ
=
1
Gcp
, per fluidi monofase), risultano esponenziali con la 
superficie di scambio, tendenti a valori asintotici, (o polinomiali per 
scambiatori controcorrente a pendenze parallele). 
 
Per qualunque tipo di scambiatore di calore le grandezze:  
        Q = Q(S); Tu = Tu(S);  tu = tu(S), 
variabili in funzione della superficie di scambio progressivamente 
incontrata, possono essere espresse anche in funzione delle dimensioni 
lineari delle apparecchiature, o del tempo. 
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Infatti, indicando con L la dimensione lineare di percorrenza dei fluidi 
nello scambiatore e con A(L) la superficie di scambio per unità di 
lunghezza di detta linea di percorrenza, la superficie totale di scambio 
risulta: S(L) = ∫o
L
A(L)dL, da cui le funzioni: Q = Q(S) = Q(L), T = T(S) = 
T(L), t = t(S) = t(L), ovvero gli andamenti geometrici delle funzioni 
lungo lo scambiatore, variabili a seconda della forma della funzione 
A(L). 
La velocità del fluido lungo le condotte di attraversamento dello 
scambiatore, (dipendente dalle perdite di carico del circuito e dalla 
prevalenza delle macchine operatrici di circolazione), risulta pari a:  
vs(L) = dL/dt, da cui: L(t) = ∫o
t
vs(L) dt. 
Si ottiene pertanto: S(t) = ∫o
LA(L)dL = ∫o
tA[L(t)]vs[L(t)]dt, da cui le 
funzioni: Q = Q(S) = Q(L) = Q(t); T = T(S) = T(L) = T(t), ovvero gli 
andamenti temporali delle funzioni. 
 
Per: A(L) = costante = A, si ha: S = AL, e le curve: Q(L), T(L) e t(L), 
risultano coincidenti con le curve: Q(S), T(S), t(S), a meno di un fattore 
di scala, (A). 
Per: vs[L(t)] = costante = vs, si ha: L = vst; S = Avst, e le curve: Q(t), 
T(t), risultano coincidenti con le curve: Q(S), T(S), di tipo esponenziale 
tendente a valori asintotici, (o polinomiali per scambiatori 
controcorrente a pendenze parallele), a meno di un fattore di scala, 
(Avs). 
 
§ I°.5.9 – OTTIMIZZAZIONE ECONOMICA DEGLI SCAMBIATORI  
 DI RECUPERO. 
 
Per qualunque valutazione di merito ed eventuale ottimizzazione riferita 
a un certo criterio di paragone, occorre assegnare ai beni o servizi 
prodotti, recuperati, o trasferiti, un valore della corrispondente natura. 
In caso di scambiatori installati allo scopo di recuperare calore 
altrimenti disperso, l'energia termica trasmessa risulta un utile 
conseguente a un investimento, (il sistema di recupero). 
Definito il costo dell'energia termica, il dimensionamento delle 
apparecchiature assume quindi caratteristiche economiche passibili 
delle conseguenti valutazioni e ottimizzazioni. 
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Il VAN dell'investimento vale: 
  
! 
VAN(S) = Q(S)
uTcq
teq
" I(S), 
con: T   periodo di riferimento, (o periodo rateale); 
   u   fattore di carico; 
   cq  costo specifico dell'energia termica; 
   teq  tasso di ammortamento effettivo dell'energia termica; 
I(S) costo del sistema di recupero, funzione delle dimensioni, 
(S), dello scambiatore. 
 
La funzione I(S), è approssimabile con sufficiente precisione tramite 
una relazione lineare con la superficie di scambio: I(S) = bo + bS, da cui 
nota la funzione Q(S), è possibile valutare, in ogni condizione di 
impianto e di funzionamento, (Fig.I°.5.9.1), l'eventuale intervallo/i, 
(S1< S < S2), di convenienza economica al recupero, [VAN(S) > 0]. 
 
 
   
I (S) = bo+ bS
 Fig.I°.5.9.1
uTcqQmax/teq
uTcqQ(S)/teq
SS'ec Sec
I (S) = bo+ bS
S1 S2
 
 
 
In tale intervallo/i, tracciando la tangente alla curva degli utili, 
(uTQ(S)cq/teq), parallela alla retta degli oneri, (bo + bS), si determina il 
massimo scostamento fra li due termini del VAN, ovvero le condizioni, 
(S = Sec), di massima economia. 
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La tangente, T(S), alla curva: uTQ(S)cq/teq, nel generico punto: S = So, 
ha equazione: 
  
! 
T(S) = uTQ(So)
cq
teq
+
uTcq
teq
dQ(S)
dS
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
S=So
(S ( So), 
pertanto la superficie di massima economia si ottiene eguagliandone la 
pendenza a quella del retta degli oneri: 
  
! 
uTcq
teq
dQ(S)
dS
= b, o impiegando 
direttamente l'equazione di ottimizzazione economica: 
       
  
! 
dVAN(S)
dS
=
uTcq
teq
dQ(S)
dS
"
dI(S)
dS
= 0,  
ovvero: 
  
! 
uTcq
teq
dQ(S)
dS
= b, verificando che l'intervallo di convenienza, 
[VAN(S) > 0], e il suo massimo, (S = Sec), abbiano significato fisico, 
(superficie reali e positive), ed economico, ovvero che risulti: 
           
  
! 
d2VAN(S)
dS2
" 
# 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
S=Sec
< 0,  
e che l'estremante sia di massima economia, [VAN(Sec) > 0], e non di 
minima perdita, [VAN(Sec) < 0]. 
 
Condensatori. 
 
L'equazione di ottimizzazione economica, essendo: 
     
  
! 
dQ(S)
dS
=
Tc " Te
Rt
e
"
S
G2cp2Rt ; 
  
! 
dI(S)
dS
= b, 
risulta:  
  
! 
uTcq(Tc " Te)
teqRt
e
"
S
G2cp2Rt " b = 0, 
da cui:  
  
! 
Sec = G2cp2Rt ln
uTcq(Tc " Te)
bteqRt
, 
con:   
  
! 
d2VAN(S)
dS2
" 
# 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
S=Sec
= (
b
G2cp2Rt
< 0. 
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Evaporatori. 
 
L'equazione di ottimizzazione economica, essendo: 
     
  
! 
dQ(S)
dS
=
Te " Tv
Rt
e
"
S
G1cp1Rt ; 
  
! 
dI(S)
dS
= b, 
risulta:  
  
! 
uTcq(Te " Tv )
teqRt
e
"
S
G1cp1Rt " b = 0,  
da cui:  
  
! 
Sec = G1cp1Rt ln
uTcq(Te " Tv )
bteqRt
,   
con:   
  
! 
d2VAN(S)
dS2
" 
# 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
S=Sec
= (
b
G1cp1Rt
< 0. 
 
Scambiatori equicorrente. 
 
L'equazione di ottimizzazione economica, essendo: 
      
  
! 
dQ(S)
dS
=
Te " te
Rt
e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
; 
  
! 
dI(S)
dS
= b, 
risulta:  
  
! 
uTcqTe " te
teqRt
e
"
S
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
" b = 0, 
da cui:  
  
! 
Sec =
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
ln
uTcq(Te " te)
bteqRt
, 
con:   
  
! 
d2VAN(S)
dS2
" 
# 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
S=Sec
= (
b
Rt
1
G1cp1
+
1
G2cp2
) 
* 
+ + 
, 
- 
. . < 0. 
In tutti i casi la condizione di esistenza di una superficie economica 
avente significato fisico, (Sec > 0), risulta comunque: 
  
! 
uTcqDT
bteqRt
> 1, con 
DT salto termico fra le temperature di ingresso dei fluidi. 
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Scambiatori controcorrente. 
 
L'equazione di ottimizzazione economica, essendo: 
  
! 
dQ(S)
dS
=
Te " te
Rt
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
G1cp1
"
1
G2cp2
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
2
;
  
  
! 
dI(S)
dS
= b, risulta: 
  
! 
uTcq(Te " te)
teqRt
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
G1cp1
"
1
G2cp2
) 
* 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
2
" b = 0
 
ovvero:  
  
! 
e
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
G1
2cp1
2
+
e
"
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
G2
2cp2
2
=  
     
  
! 
=
2
G1cp1G2cp2
+
uTcq(Te " te)
teqRt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
. 
Per le caratteristiche delle funzioni iperboliche, si ha:  
    ex = coshx + sinhx;  e–x = coshx – sinhx, da cui:  
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! 
1
G1
2cp1
2
+
1
G2
2cp2
2
" 
# 
$ 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
' 
cosh
S
Rt
1
G1cp1
(
1
G2cp2
" 
# 
$ $ 
% 
& 
' ' +  
    
  
! 
+
1
G1
2cp1
2
"
1
G2
2cp2
2
# 
$ 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
sinh
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( = 
    
  
! 
=
2
G1cp1G2cp2
+
uTcq(Te " te)
teqRt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
. 
Poichè si ha inoltre: cosh2x – sinh2x = 1;  
          cosh(a + b) = cosha coshb + sinhasinhb,  
risulta:  
  
! 
pcosh
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( + q
) 
* 
+ 
+ 
, 
- 
. 
. 
=  
     
  
! 
= pcosh
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( cosh q +  
     
  
! 
+psinh
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( sinh q, 
identicamente uguale al primo membro dell'equazione di ottimizzazione 
per:    
  
! 
p =
2
G1cp1G2cp2
; 
     
  
! 
q = ar cosh
G1
2cp1
2 + G2
2cp2
2
2G1cp1G2cp2
" 
# 
$ 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
' 
. 
Pertanto l'equazione di ottimizzazione risulta: 
     
  
! 
2
G1cp1G2cp2
cosh
S
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( +  
     
  
! 
+ ar cosh
G1
2cp1
2 + G2
2cp2
2
2G1cp1G2cp2
" 
# 
$ 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
' 
=
2
G1cp1G2cp2
+  
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! 
+
uTcq(Te " te)
teqRt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
,  
da cui:  
  
! 
Sec =
Rt
1
G1cp1
"
1
G2cp2
x 
      
  
! 
x ar cosh 1 +
uTcq(Te " te)
2bteqRt
(G1cp1 " G2cp2)
2
G1cp1G2cp2
# 
$ 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
"
) 
* 
+ 
, 
+ 
 
      
  
! 
"ar cosh
G1
2cp1
2 + G2
2cp2
2
2G1cp1G2cp2
# 
$ 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
) 
* 
+ 
, 
+ 
.  
Per: 1/G1cp1 < 1/G2cp2, nella relazione di ottimizzazione cambia 
segno l'argomento di entrambe le funzioni iperboliche e il coefficiente 
della funzione seno iperbolico. Poichè, tuttavia, la funzione coshx è pari 
e la funzione sinhx è dispari, l'equazione rimane la medesima per 
inversione dei termini 1/G1cp1 e 1/G2cp2, da cui il segno di modulo 
nell'espressione della superficie di scambio economica. 
Circa il segno della superficie economica, si ha: Sec > 0, per: 
    
  
! 
ar cosh 1 +
uTcq(Te " te)
2bteqRt
(G1cp1 " G2cp2)
2
G1cp1G2cp2
# 
$ 
% 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
( 
>  
    
  
! 
> ar cosh
G1
2cp1
2 + G2
2cp2
2
2G1cp1G2cp2
" 
# 
$ 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
' 
( 
) 
* 
+ 
* 
, 
ovvero: 
  
! 
uTcq(Te " te)
2bteqRt
(G1cp1 " G2cp2)
2
G1cp1G2cp2
>
G1
2cp1
2 + G2
2cp2
2
2G1cp1G2cp2
"1, 
essendo la funzione coshx crescente.  
La condizione di esistenza di una superficie economica avente 
significato fisico, (Sec > 0), risulta, pertanto, ancora: 
  
! 
uTcqDT
bteqRt
> 1. 
Nel caso in cui si abbia: G1cp1 = G2cp2 = Gcp, si ottiene: 
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! 
dQ(S)
dS
=
Te " te
Rt 1 +
S
GcpRt
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
;  
  
! 
dI(S)
dS
= b. 
L'equazione di ottimizzazione economica risulta, pertanto: 
     
  
! 
uTcq(Te " te)
teqRt 1 +
S
GcpRt
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( 
2
" b = 0, 
da cui: 
  
! 
Sec = GcpRt
uTcq(Te " te)
bteqRt
"1
# 
$ 
% 
% 
& 
' 
( 
( 
, 
con:  
  
! 
d2VAN(S)
dS2
" 
# 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
S=Sec
= (
2(Te ( te)
GcpRt
uTcq(Te ( te)
bteqRt
" 
# 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
3
2
< 0, 
e si ha: Sec > 0, ancora per: 
  
! 
uTcqDT
bteqRt
> 1. 
La funzione dQ(S)/dS, risulta monotona decrescente per tutte le 
disposizioni di scambio essendo: DT/Rt ≥ dQ(S)/dS > 0, per:  
0 ≤ S < oo, con DT/Rt, che risulta, quindi, il suo valore massimo per: 
S = 0. 
Il massimo valore della pendenza della curva degli utili vale dunque: 
         
  
! 
uTcq
teq
dQ(S
dS
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
S=0
=
uTcqDT
teqRt
. 
La condizione geometrica di positività, (ovvero esistenza), della 
superficie di scambio economica: 
  
! 
uTcqDT
bteqRt
> 1, è dunque che la 
pendenza della curva dei costi di impianto, (b), sia minore di quella 
massima della curva degli utili: 
  
! 
uTcqDT
teqRt
> b, rendendo possibile, 
(essendo bo, costo limite di estrapolazione a superficie nulla, positivo e 
quindi VAN(0) < 0), l'incontro delle due curve e quindi l'esistenza di un 
intervallo in cui si abbia: VAN(S) > 0, per valori positivi della superficie 
di scambio. In caso contrario la curva degli oneri risulta sempre 
maggiore di quella degli utili e si ha: VAN(S) < 0  ∀ S. 
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Al variare del parametro bo, (che non compare nelle condizioni di 
ottimizzazione essendo analiticamente una costante in procedimenti di 
derivazione), la retta degli oneri si sposta parallelamente a sè stessa per 
cui mentre la condizione: b < uTcqDT/(teqRt), assicura che la 
funzione: VAN(S), abbia comunque un massimo per S > 0, il valore 
della costante bo fissa il segno della funzione, ovvero che l'estremante 
rappresenti condizioni di massimo utile, [VAN(Sec) > 0], o minima 
perdita, [VAN(Sec) <0].  
La condizione limite si ha per intersezioni della curva degli utile e degli 
oneri, coincidenti in un punto di tangenza, (punto dopppio), sito nel 
semipiano positivo delle superficie di scambio e ottenibile quindi come 
soluzione del sistema: 
      
  
! 
uTQ(S)
cq
teq
= I(S)  
d
dS
uTcq
teq
Q(S)
" 
# 
$ 
$ 
% 
& 
' 
' 
=
dI(S)
dS
( 
) 
* 
* 
+ 
* 
* 
,  ovvero:  
  
! 
dI(S)
dS
dQ(S)
dS
=
I(S)
Q(S)
. 
Con riferimento alla funzione: VAN(S), il sistema risulta: 
      
  
! 
VAN(S) = uTQ(S)
cq
teq
" I(S) = 0  
dVAN(S)
dS
=
uTcq
teq
dQ(S)
dS
"
dI(S)
dS
= 0
# 
$ 
% 
% 
& 
% 
% 
, 
con: d2VAN(S)/dS2 < 0 ∀  S, per ogni disposizione di scambio ed  
essendo, in tal caso: VAN(S) < 0  ∀  S, diversa dal punto di tangenza. 
Poichè la seconda relazione del sistema esprime le condizioni di 
ottimizzazione economica con soluzione: S = Sec, eliminando la 
superficie dal sistema si ottiene l'equazione: VAN(Sec) = 0, che fissa la 
condizione di tangenza delle due curve e quindi il limite di convenienza 
economica al recupero, per i parametri presenti. 
Per bo = 0, l'equazione risulta: 
  
! 
uTcqDT
bteqRt
= 1, e le curve risultano 
tangenti nell'origine. 
In ogni caso fissato il valore di tutti i parametri tranne due, assunti 
come coordinate del corrispondente piano, la curva: VAN(Sec) = 0, lo 
divide, pertanto, in due semipiani rispettivamente di convenienza e non 
convenienza al recupero della potenza termica. 
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In particolare fissate le condizioni di impianto, (portate e caratteristiche 
dei fluidi, tipo e geometria dello scambiatore di recupero, costo specifico 
dell'energia termica, e condizioni di finanziamento), rimangono variabili 
i parametri di esercizio, (u e DT), e quelli di investimento, (bo e b).  
Fissati i costi di investimento, la funzione limite VAN(Sec) = 0, divide il 
piano u – DT, in due regioni permettendo di identificare quella relativa 
alle coppie di valori, (u, DT), ovvero le condizioni di esercizio, che 
rendono economico il recupero. 
Viceversa fissate le condizioni di esercizio, le soluzioni, (bo, b), della 
funzione limite VAN(Sec) = 0, identificano la famiglia di rette tangenti 
alla curva degli utili uTQ(S)cq/teq, ovvero la famiglia di rette dei costi 
limite di convenienza all'installazione di scambiatori di calore di 
recupero. 
Qualora si voglia tenere conto degli oneri di gestione e manutenzione 
della apparecchiature di scambio termico, si ha:  
      
  
! 
VAN(S) =
uTcq
teq
Q(S) " 1 +
a
tem
# 
$ 
% 
& 
' 
( I(S), 
e nelle relazioni le costanti  bo e b,  vanno corrette ponendo:  
      
  
! 
" b o = bo(1 +
a
tem
);  
  
! 
" b = b(1 +
a
tem
). 
Si nota, infine, come per qualunque tipo di scambiatore la superficie di 
scambio economica, (Sec), dipenda debolmente dal costo specifico 
dell'energia recuperata, (cq), essendo la relazione funzionale di tipo 
logaritmico, arco coseno iperbolico, o radice.  
 
§ I°.5.10 – SCAMBIATORI A IRRAGGIAMENTO. 
 
Qualora le temperature di scambio risultino di sufficiente livello, il 
contributo dell'irraggiamento diviene apprezzabile fino a risultare 
preponderante. 
 
Geometria piana. 
 
In geometria piana, (Fig.I°.5.10.1), il contributo dell'irraggiamento, in 
termini di potenza termica scambiata, vale: Q = casoS(Ti4 – T14). 
La medesima potenza termica trasmessa attraverso e oltre la parete, 
risulta: Q = (T1 – Te) S/Rt, con: Rt = s/ct + 1/cs, resistenza termica 
alla conduzione della parete e convettiva del fluido interno, per unità di 
superficie. 
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Poichè l'irraggiamento risulta apprezzabile per elevati valori della 
temperatura di irraggiamento della sorgente di calore, il suo contributo 
diviene sensibile, (tenuto conto delle comuni temperature dei fluidi 
negli scambiatori), per: Ti >> T1 e quindi il termine T14 appare 
trascurabile rispetto a Ti4, (Ti4 >> T14).  
La relazione fra la potenza termica e la superficie di scambio diviene, 
quindi: Q = casoSTi4, ovvero: S = Q/(casoTi4), indipendente dalla 
temperatura dei corpi riceventi, (T1). 
In funzione della temperatura di irraggiamento, (Ti), le temperature di 
parete per ogni verifica di compatibilità strutturale o di esercizio, posto: 
Q = casoSTi4 = (T1–Te)S/Rt, risultano: T1 = Te + RtcasoTi4. 
 
Geometria cilindrica. 
 
In geometria cilindrica, (Fig.I°.5.10.2), si ha: 
     Q = 2reL ca so (Ti4 – T14) = (T1 – Te)L/Rt, con:  
  
! 
Rt = ln
re
ri
2" ct
+
1
2" csri
, resistenza termica alla conduzione della 
  parete e convettiva del fluido interno, per unità di lunghezza del 
corpo cilindrico;  
L   lunghezza del corpo cilindrico. 
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Trascurando il termine T14, rispetto a Ti4, si ottiene la temperatura dei 
corpi riceventi, (T1), in funzione di quella di irraggiamento, (Ti):  
T1 = Te + 2reRtcasoTi4 e la relazione fra la potenza termica trasmessa 
e la superficie di scambio: 2reL = Q/(casoTi4), indipendente dalla 
temperatura dei corpi riceventi. 
Per i fluidi termovettori risulta:    
       Q = Gcp(Tu – Te);      (fluido monofase); 
       Q = G(hu – he);       (fluido bifase). 
In entrambe le geometrie, assumendo per la superficie di scambio, (S), 
la proiezione di quella effettiva sul piano normale alla direzione di 
irraggiamento, si ha per qualunque tipo di scambiatore: S= Q/casoTi4, 
da cui: Q(S) = casoTi4 S; 
    Tu(S) = Te + (casoTi4 S)/(Gcp),   (fluido monofase); 
    hu(S) = he + (casoTi4 S)/G,    (fluido bifase), 
essendo l'espressione entalpica valida in ogni caso data l'ininfluenza del 
profilo di temperatura del fluido durante lo scambio, sulla potenza 
termica trasmessa. 
La potenza termica a bassa temperatura appare spesso come energia di 
scarto non essendo sempre possibile un suo economico utilizzo, mentre 
la potenza termica ad alta temperatura per il suo elevato valore 
termodinamico è convenientemente utilizzata per conversione in energia 
meccanica/elettrica.  
Per scambiatori di recupero a irraggiamento, il VAN dell'investimento 
risulta lineare con la superficie irraggiata, essendo lineare con la 
superficie sia la curva degli utili: uTcqQ(S)/teq = uTcqcasoTi4S/teq, 
che quella degli oneri: I(S) = bo + bS, da cui:  
   
  
! 
VAN(S) =
uTcq
teq
Q(S) " I(S) =
uTcq
teq
casoTi
4 " b
# 
$ 
% % 
& 
' 
( ( S " bo. 
L'equazione di economia, [VAN(S) > 0], risulta pertanto, verificata 
innanzitutto se risulta: b < uTcqcasoTi4/teq, (pendenza della curva 
degli oneri inferiore a quella degli utili), e in tal caso tenuto conto del 
costo estrapolato a zero, (bo), per superficie: 
  
! 
S >
bo
uTcq
teq
casoTi
4 " b
, 
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mentre il VAN appare linearmente crescente con la superficie irraggiata, 
ovvero con la potenza termica installata. 
 
§ I°.5.11 – ECONOMIA DI UTILIZZO DI BENI O SERVIZI     
      DISPONIBILI. 
 
Qualora si disponga, (come nel caso di utilizzo di fonti rinnovabili di 
energia o di recupero di energia di scarto), di una potenza termica o 
meccanica, (o più in generale di una potenzialità in beni o servizi 
disponibili), l'entità di tale potenza, (P), risulta in ogni caso una 
funzione delle dimensioni delle apparecchiature impiegate per 
utilizzarla.  
Qualora detta potenza sia uniformemente distribuita o comunque di 
entità proporzionale alle dimensioni delle apparecchiature, è lecito 
supporre una dipendenza lineare del costo impianto dalla potenza 
installata, (Io = qP), e di conseguenza il VAN dell'investimento risulta: 
   
  
! 
VAN = PuT
ce
te
" fr +
a
tem
# 
$ 
% 
& 
' 
( qP = uT
ce
te
" fr +
a
tem
# 
$ 
% 
& 
' 
( q
) 
* 
+ 
, 
- 
. P. 
Il termine ce nell'espressione, è il valore del costo specifico di 
produzione o acquisto convenzionale di mercato dell'energia ottenuta, 
(o più in generale del bene o servizio), pertanto l'equazione di economia, 
(VAN > 0), risulta verificata per: 
  
! 
uT
ce
te
" fr +
a
tem
# 
$ 
% 
& 
' 
( q > 0, ovvero per: 
  
! 
ce > fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
qte
uT
, essendo il termine: 
  
! 
fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
qte
uT
, il costo 
specifico di recupero dell'energia, (o del bene o servizio). 
Infatti, posto VAN(ce) = 0, si ottiene il costo specifico dell'energia 
disponibile, (ce*): 
  
! 
ce* = fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
qte
uT
, che risulta costante e quindi 
l'utile totale attualizzato appare proporzionale alla potenza installata: 
  
  
! 
(ce " ce*)PuT
te
= ce " fr +
a
tem
# 
$ 
% 
& 
' 
( 
qte
uT
) 
* 
+ 
, 
- 
. 
PuT
te
=  
         
  
! 
= PuT
ce
te
" fr +
a
tem
# 
$ 
% 
& 
' 
( qP = VAN. 
In presenza di dipendenze funzionali dei costi di investimento e della 
potenza installata, qualora le due grandezze risultino ancora 
proporzionali, il costo specifico di utilizzo dell'energia, (o del bene o 
servizio), disponibile, (ce*). rimane comunque costante, mentre l'utile 
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totale attualizzato, (VAN), essendo lineare con la potenza, (P), ne segue 
l'eventuale massimizzazione. 
Nel caso generale in cui non risulti costante il rapporto fra le dimensioni 
delle apparecchiature, (e quindi il costo impianto), e la potenza captata, 
ovvero non vi sia semplice proporzionalità fra l'onere di impianto e la 
potenzialità installata, nell'espressione del VAN e del costo specifico, tali 
funzioni mantengono la loro individualità e l'utile non appare 
linearmente crescente con la potenza captata, ma in presenza di 
intervalli con: VAN > 0, possono esistere estremanti della funzione in 
corrispondenza quindi, di una potenza captata economica. 
 
Le eventuali condizioni di ottimizzazione riferite rispettivamente al VAN, 
(massimo utile, ovvero massimo valore del VAN), e al costo specifico, 
ce*, (minimo costo specifico del bene o servizio ottenuto), non hanno 
alcuna correalazione in quanto il minimo costo specifico si riferisce alle 
condizioni di massima efficienza di captazione, produzione o recupero, 
ma non tiene conto della quantità di beni o servizi utilizzati, che 
concorre a formare il reale utile globale, quantificabile come differenza 
fra il costo specifico convenzionale e ottenibile, rispettivamente, per 
l'entità dei beni o servizi utilizzati e corrispondentemente l'analisi 
funzionale porta a risultati diversi. 
Per funzioni di una sola variabile, (x), si ha: 
    
  
! 
VAN(x) =
ce " ce * (x)
te
P(x)uT,  
che tenuto conto dell'espressione del costo proprio del bene o servizio 
captato: 
  
! 
ce * (x) = fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
I(x)te
P(x)uT
, funzione della variabile x non 
essendo più proporzionali i costi delle apparecchiature alla potenza 
installata, coincide con quella generale:     
 
  
! 
VAN(x) =
P(x)uTce
te
" fr +
a
tem
# 
$ 
% 
& 
' 
( I(x). 
L'equazione di ottimizzazione economica: 
  
! 
dVAN(x)
dx
= 0, per il calcolo 
del valore ottimale della variabile, (e quindi della potenza captata 
economica), risulta,  quindi: 
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
uTce
te fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
. 
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La condizione di minimizzazione del costo specifico del bene o servizio 
captato: 
  
! 
dce * (x)
dx
= 0, invece, risulta: 
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
I(x)
P(x)
,  
che non coincide con la relazione: 
  
! 
dVAN(x)
dx
= 0, a meno che non risulti: 
         
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
I(x)
P(x)
" 
# 
$ 
% 
& 
' =
uTce
te ff +
a
tem
( 
) 
* 
+ 
, 
- 
,  
nel qual caso poichè le condizioni di annullamento e di massimo del 
VAN(x), sono rispettivamente: 
     VAN(x) = 0,   per:  
  
! 
I(x)
P(x)
=
uTce
te fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
; 
     
  
! 
dVAN(x)
dx
= 0,  per:  
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
uTce
te fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
, 
la condizione: 
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
I(x)
P(x)
=
uTce
te ff +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
,  
risulta il sistema delle due e cioè la condizione di massimo della 
funzione VAN(x), con: VAN(x) = 0, [VAN(xec) = 0], ovvero la condizione 
di tangenza delle curve degli utili e degli oneri in un punto doppio. 
Nell'ipotesi: I(x) = qP(x), essendo il costo specifico comunque costante, 
la condizione: 
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
I(x)
P(x)
, si riduce a un'identità, (q = q), mentre la 
condizione:  
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
uTce
te fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
, risultando il VAN linearmente crescente con la 
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potenza installata, si riduce alla condizione di annullamento del VAN 
stesso: 
  
! 
uT
ce
te
= fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' q. 
Si conclude, pertanto, che l'equazione di ottimizzazione economica 
risulta in ogni caso: dVAN(x)/dx = 0. 
Qualora anche il fattore di carico sia dipendente dalla variabile x: 
u = u(x), (o comunque in generale), la quantità di beni o servizi generati 
a periodo rateale vale: E(x) = P(x)u(x)T, e le relazioni risultano: 
  
! 
VAN(x) = E(x)
ce
te
" fr +
a
tem
# 
$ 
% 
& 
' 
( I(x), da cui l'equazione di ottimizzazione 
  
! 
dVAN(x)
dx
= 0, diviene: 
  
! 
dI(x)
dx
dE(x)
dx
=
ce
te fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
;  
  
! 
ce * (x) = fr +
a
tem
" 
# 
$ 
% 
& 
' 
I(x)te
E(x)
, da cui l'equazione di ottimizzazione: 
  
! 
dce * (x)
dx
= 0, diviene: 
  
! 
dI(x)
dx
dE(x)
dx
=
I(x)
E(x)
. 
 
Un caso tipico di non linearità fra gli oneri di impianto e la potenzialità 
installata, è relativo ai sistemi di captazione, produzione o recupero, in 
cui si presentino fenomeni di saturazione, ovvero potenze limitate 
superiormente che richiedono, cioè, dimensioni specifiche delle 
apparecchiature crescenti all'aumentare della potenza utilizzata. 
Conseguentemente indicando con la variabile x la dimensione delle 
apparecchiature, il VAN passa dal valore nullo per x = 0, (o in pratica 
negativo per la presenza di un costo di estrapolazione a potenza zero), a 
meno infinito per dimensioni delle apparecchiature illimitate essendo, 
in tal caso, finito l'utile, (proporzionale alla potenza utilizzabile, limitata 
superiormente), e illimitato l'onere di impianto. 
Nel caso di scambiatori di calore, (o di ogni altra apparecchiatura o 
impianto di pari comportamento), la potenza captata in funzione della 
superficie di scambio, (x), tende a un valore asintotico finito esprimibile 
con relazioni del tipo: P(x) = c1(1 – e
– c2x), con potenza per unità 
dimensionale: dP(x)/dx = c1c2e
–c2x, decrescente all'aumentare della 
superficie di scambio.  
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Supposta una dipendenza lineare dei costi di investimento con le 
dimensioni: I(x) = bx, (trascurando l'ordinata all'origine bo), il VAN 
dell'investimento risulta:  
   
  
! 
VAN =
P(x)uTce
te
" I(x) =
c1uTce
teq
1 " e"c2x
# 
$ 
% 
& 
' 
( " bx , 
da cui la condizione di ottimizzaizione economica: 
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
uTce
te
, 
fornisce:  
  
! 
xec =
1
c2
ln
uTc1c2ce
bte
. 
Il costo specifico di produzione risulta: 
     
  
! 
ce
* (x) =
te
uT
I(x)
P(x)
=
teb
uTc1
x
(1 " e"c2x )
, 
con:  
  
! 
lim
x"0
ce
* (x) =
teb
uTc1c2
;  
  
! 
lim
x"oo
ce
* (x) = oo; 
    
  
! 
dce
* (x)
dx
=
teb
uTc1
1 " (1 + c2x)e
"c2x
(1 " e"c2x )2
> 0  ∀ x > 0; 
    
  
! 
lim
x"0
dce
* (x)
dx
= 0;  
  
! 
lim
x"oo
dce
* (x)
dx
=
teb
uTc1
, 
ovvero costo specifico monotono crescente con le dimensioni. 
Il costo specifico minimo si ottiene quindi per dimensioni nulle alle 
quali si verificano le più vantaggiose condizioni di captazione essendo 
massima l'efficienza dimensionale, (massimo salto termico), cui 
corrisponde tuttavia: VAN(0) = 0, (o negativo in presenza di un costo 
estrapolato a potenza zero).  
Parimenti la relazione generale: 
  
! 
dI(x)
dx
dP(x)
dx
=
I(x)
P(x)
, ovvero: 
  
! 
b
c1c2e
"c2x
=
bx
c1 1 " e
"c2x# 
$ 
% 
& 
' 
( 
, è verificata solo per: x = 0, valore per cui 
si ha coincidenza di risultati con la condizione di ottimizzazione 
economica, essendo: 
  
! 
lim
x"0
ce
* (x) =
teb
uTc1c2
; 
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! 
xec =
1
c2
ln
uTc1c2ce
bte
= 0, per: 
  
! 
ce =
teb
uTc1c2
. 
In presenza dell'ordinata all'origine bo, si ha:  
  
! 
ce
* (x) =
te
uTc1
bo + bx
1 " e"c2x
# 
$ 
% 
& 
' 
( 
, da cui la relazione di minimizzazione: 
  
! 
dce
* (x)
dx
= 0, risulta: 
  
! 
e"c2x =
1
bo
b
c2 + c2x + 1
, che ammette una sola 
soluzione significativa, (x > 0), ovvero costo specifico minimo per 
potenzialità non nulla, essendo:  
  
! 
e"c2x
# 
$ 
% 
& 
' 
( 
x=0
= 1;  
  
! 
1
bo
b
c2 + c2x + 1
" 
# 
$ 
$ 
$ $ 
% 
& 
' 
' 
' ' 
x=0
=
1
bo
b
c2 + 1
< 1,  
mentre al crescere della variabile l'esponenziale tendendo a zero più 
rapidamente dell'iperbole, finisce con l'incontrarla. 
Il risultato è imputabile all'anomalia analitica dell'espressione del costo 
di investimento: I(x) = bo + bx, per il quale si ha: 
  
! 
lim
x"0
ce
* (x) = oo. 
Infatti il costo specifico di investimento: 
  
! 
I(x)
x
=
bo
x
+ b, illimitato per x 
che tende a zero esclude tale valore dalla condizione di minimo costo di 
produzione spostandolo a valori finiti delle apparecchiature di 
captazione o recupero. 
 
 
 
 
           
